This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=VU9LAAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1

Digitized by GOOg[€



Digitized by GOOg[€



Digitized by GOOg[€






KRA

200

Py g6
190l






COURS DE LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.
TRAITE

"ANALYSE

PAR

Emice PICARD,

-
MEMBRE DE L'INSTITUT,
PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

DEUXIEME EDITION

REVUE €T AUGMENTEE.

TOME I1.

FONCTIONS HARMONIQUES ET FONCTIONS ANALYTIQUES.
INTRODUCTION A LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFRRENTIELLES,
INTEGRALES ABELIENNRS ET SURFACES DE RIEMANN.

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,

Quai des Grands-Augustins, 33.

1905

{Tous drolts réservés.)






PREFACE

DE LA SECONDE EDITION.

Le plan de cette seconde édition ne différe pas de celui de
la premiére ; mais, dans certains Chapitres, un assez grand
nombre de modifications et d’additions ont été faites. Citons
en particulier quelques pages sur des intégrales considérées
par Kronecker, une étude plus compléte sur les résidus des
intégrales doubles, et des remarques sur le point de départ
de Weierstrass dans la théorie des fonctions algébriques
d’une variable.

Le Chapitre relatif aux-théorémes généraux sur les équa-
tions différentielles a été complétement remanié. Enfin, j'ai
ajouté un Chapitre sur les courbes gauches algébriques.

Je dois remercier mon ami M. Georges Simart, qui m’avait
rendu tant de services dans la rédaction de la premiére édi-
tion, pour l'aide qu’il m’a prétée dans la correction des
épreuves, ‘

EmiLe PICARD.

Paris, le 1** novembre 1goj.

1693908






INTRODUCTION

DE LA PREMIERE EDITION.

Ce second Volume contient les Lecons que j’ai faites a la
Sorbonne pendant ces deux derniéres années. Il est princi-
palement consacré aux fonctions harmoniques et aux fonc-
tions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy
dans la théorie de ces derniéres fonctions, je me suis surtout
attaché a une étude approfondie des fonctions harmoniques,
c’est-a-dire de ’équation de Laplace; une grande partie de
ce Volume est consacrée a cette équation célébre, dont dé-
pend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis
arrété longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un
si grand rdle dans les travaux de Riemann, et qui est aussi
important pour la Physique mathématique que pour I’Ana-
lyse.

Parmi les fonctions particuliéres que j'étudie, je signa-
lerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes.
Un Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont I'étude a
été laissée un peu trop de cdté en France; on peut, par une
représentation géométrique convenable, rendre intuitifs les
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principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la
surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications
se déroulent avec la méme facilité que dans la théorie clas-
sique de Cauchy relative au plan simple. Mais il importe de
juger a sa véritable valeur la belle conception de Riemann.
Cle serait une vue incompiéte que de la regarder seulement
comme une méthode simplificative pour présenter la théorie
des fonctions algébriques. Si importante que soit la simpli-
fication apportée dans cette étude par la considération de
la surface a plusieurs feuillets, ce n’est pas la ce qui fait le
grand intérét des idées de Riemann. Le point essentiel de
sa théorie est dans la conception a priori de la surface con-
nexe formée d’'un nombre limité de feuillets plans, et dans
le fait qu’a une telle surface congue dans toute sa généralité
correspond une classe de courbes algébriques. Nous n’avons
donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et
nous avons consacré un Chapitre & la question difficile et
capitale de l'existence des fonctions analytiques sur une
surface de Riemann arbitrairement donnée; le probleme
méme est susceptible de se généraliser, si I'on prend une
surface fermée arbitraire dans I'espace et qu'on considére
I'équation de Beltrami qui lui correspond.

J’avais ‘annoncé dans le premier Volume que je comptais
m’occuper surtout dgns ce Traité de la théorie des équations
différentielles. On trouvera ici un seul Chapitre consacré a
cette théorie telle qu'on l'entend ordinairement dans les
Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que I'équation

de Laplace est une équation différentielle; j'aime mieux
“avouer que mon plan s'est un peu élargi. Je m'occuperai
particuliérement, dans le Tome 111, de I’étude des équations




INTRODUCTION DE LA RREMIKI\I! EDITION. 1X
différentielles, mais je n’oserais pas affirmer cependant que
Je m’aurai pas encore plusieurs parenthéses a ouvrir.

M. Simart m'a continué son précieux concours. Je lui-
dois plus encore pour ce second Volume que pour le pre-
mier; je lui adresse mes affectueux remerciments pour les
conseils qu’il m’a donnés en relisant mon manuscrit et pour
la peine qu'il a prise a la correction des épreuves.

Ex. PICARD.

Paris, le 19 mars 18g3.
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ERRATA ET OBSERVATIONS.

Page 158, ligne 13 en descendant, lire « pour que, @ partir de celte valeur
de n, ». 1l est essentiel de rétablir les mots en italique, pour la définition
exacte de la convergence uniforme. .

Page 161. Se reporter a la Note I & la fin du Volume.

Page 251. Voir Note II a la fin du Volume.

Page 352. Dans l'inégalité relative & | ¥,— ¥,_, |, lire Mk~ au lieu de k".
Page 355. Se reporter a la Note III A la fin du Volume.

Page 358. Se reporter & la Note IV 4 la fin du Volume.




TRAITE

D’ANALYSE.

TOME 11.

CHAPITRE L

FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE. — PROBLEMES
FONDAMENTAUX RELATIFS A L’EQUATION DE LAPLACE
DANS LE PLAN.

I. — Définition des fonctions d’une variable complexe.
Dérivée. Intégrale. Fonction harmonique.

1. Désignons par u et ¢ deux fonctions réelles continues, ainsi
que leurs dérivées partielles du premier ordre, des deux variables .
réelles x et y, et formons la combinaison

u(z) Y)+ i"(‘”) }'),

ou i représente le symbole ordinaire des imaginaires. Cette com-
binaison peut étre regardée comme une fonction de la variable

compleze
z +iy,

ce qui revient simplement a dire qu’a un systéme de valeurs de x

et y correspondent une valeur de u + iv, et par suite des valeurs

-de u et v. Il est clair que la considération d'une telle fonction

de z + iy ne peut présenter aucun intérét particulier : il n’y a la
P. — 1L 1
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qu’une question de mots, et la liaison par le symbolei de deux
fonctions quelconques u et ¢ est absolument inutile. Mais on peut
ne pas laisser complétement arbitraires les fonctions u et ¢, el
chercher si cette fonction de 2 + {y ne pourrait avoir des carac-
téres qui la rapprocheraient d’une fonction d’ane variable réelle.
C’est ce qu’a fait Cauchy, en cherchant les conditions pour que
cette fonction ait une dérivée unique.
Quand la variable x -+ iy regoil un accroissement

dz —idy,

la fonction « + v éprouve un accroissement du + idy. La limite

du rapport
Ju Ju ./ Ov dv
du+ide _;dz‘+ a;d_)’%—l(d—x-dx—i- -(,;d_y)
dr +idy dr —idy ’

quand dx + idy tend vers zéro, sera, en désignant par u la

limite de &,

dz
(1) oz dy oxr d}'p. .
1+ ip )

elle dépendra de p. La fonction « -+ iv de z + iy a donc pour
chaque valeur de la variable une infinité de dérivées, dépendant
de la maniére dont dz -+ { dy tend vers zéro.

Cherchons & quelle condition cette dérivée sera unique. Le
rapport (1) ne devra pas dépendre de p; par suite, on a

du . Op oJu .0v

-(E‘_*_t;;‘_—lﬁ_i-‘d—}"

= 0 )

ce qui exige

| du __ dy
0z = oy’
(5 (0u__ do
- Q_y——ﬁ'

Si u et v satisfont & ces deux identités, la fonction u +- i¢ a, en
chaque point, une dérivée unique. On dit qu’elle représente une
Sonction analytique de x + iy.
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2. Rappelons d’abord que nous avons déja rencontré ces deux
équations dans un important probléme de Géométrie (t. I, p. 434).
En cherchant i délerminer « et ¢ par la condition que

dut + dot = A (dx?+ dy?),

» ne dépendant pas des différentielles et étant seulement fonction
de x et y, nous avons obtenu le systéme S et celui qui s’en déduit
par le changement de v en — ¢. Ce résullat pouvait immédiate-
ment s’obtenir en écrivant I'identité précédente sous la forme

(du—+ido)(du —ido) = A(dzx +idy)(dec--idy);

les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires
en dx et dy, on doit nécessairement avoir

soit @—*ﬂﬁ =u soit dL—-z:dv =
dzx -+ idy ! do +~idy ’
u el v ne dépendant que de x el y; c'est-a-dire que u —+ iv ou
w« — £v estune fonclion analytique de 2 + iy.

Voici encore, relativement au syst¢éme S, une remarque aussi
simple qu'importante. Soient u + v et «'+ {v' deux fonctions
analyliques de z + {y. On pourra regarder «'+ v’ comme une
fonction de u - iv; je dis que cette fonction sera une fonction
analvtique. On a en effet

du + i dp du'+idv'

dr Zidy — d.z:+id_y=}l’

p et w' ne dépendant que de x et y, ou, si I'on veul, de uet v.
On en conclut

du'+idv'

davide @’

le second membre ne dépend que de « et v, ce qui démontre que
«' +— ¢v' est une fonction analytique de u + ¢{¢. Cette propriété du
systéme (S) est digne de remarque; on peut la prendre comme
point de départ pour chercher & généraliser la théorie des fonc-
tions d’une variable complexe : c’est un point sur lequel nous
aurons a revenir.
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3. Nous pouvons poser
u -+ v == f(3),

en désignant par s la variable r 4 {y. Les fonctions « et ¢ ad-
mettant des dérivées premiéres sont continues dans une cerlaine
étendue; on dira qu'il en est de méme de la fonction f(s), et
I’on en conclut immédiatement qu’on pourra donner a la quantité
complexe & un module assez petit 7, pour que l'on ait, quelque
petite que soit la quantité positive ¢,

Pl

| f(z+h)— f(z)| <&,  pour [hi<m,

le signe | | représentant maintenant le module de la quantité
complexe.
Nous avons dit que f(z) avait une dérivée unique. En la dési-

gnant par f'(z), on a
Ju  .ov

vooy_Ou .00 dy  “dy

S(@)= o Fig = .
Passons 4 la notion d’intégrale pour une fonction analy-
tiqgue f(z). On suppose que la fonction f(3) et sa dérivée f'(z)
soient des fonctions bien déterminées et continues (*) pour tout

point (z, y) situé dans une certaine région du plan & contour
simple. On entend par I'intégrale définie

fc f()ds,

prise le long d’une courbe C située dans cette région et allant du
point 3, au point 3, l'intégrale curviligne prise suivant cette
courbe

f(u+iv)(dz+idy).

¢

c’est-a-dire

f(udz‘—vdy)—i—if(vdr+udy).
c

C

Un théoréme fondamental de Cauchy est que cette intégrale
est indépendante du chemin suivi pour aller de z, en s,.

(1) Nous verrons au Chapitre V que ces hypothéses ne sont pas distinctes.
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La démonstration est immédiate, si l'on se reporte aux pro-
priétés fondamentales des intégrales curvilignes (t. I, p. 82). Les
conditions pour que ces deux intégrales soient indépendantes du
chemin suivi s’expriment en effet par les relations

du o
day oz’
dv _ du
o = 9z’

qui ne sont autre chose que les équations du systeme (S).

4. Considérons la limite supérieure z, comme variable, et dési-
gnons-la par 5. L'intégrale

F(z):[sf(z)dz

sera une fonction de 5. C’est une fonction analytique ; écrivons-la
en effet sous la forme

(r,y) (x,5)
f (udz‘—ody)+if (vdz + udy).
(Lo, Yo) (X0, Ye)

En désignant par P et Q les deux intégrales qui figurent dans
I’expression précédente, on a

EZ'-_u, u,

oP Q
iy = v, — =y,

P Q _
% =

ox
Les deux équations :_p =9, 9% __ 9 o0t done vérifides.
2 dy " oy ox
La dérivée de F(s) est égale a

P .0 . .
-— :—Q ’ c'est-a-dire u —+ iv,
ox or

el nous avons par suite le théoréme fondamental, tout a fait ana-
logue a celui qui se présente dés le début du Calcul intégral pour
une fonction d’une variable réelle, et qui est exprimé par I'égalité

F'(3)=f(3).
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5. Les diverses remarques faites & propos des intégrales curvi-
lignes, dans le cas ol la condition d’intégrabilité est remplie,
s’étendent aux intégrales d’une fonction analytique. Ainsi Finté-

grale
[ rads,
c

prise le long d’un chemin fermé situé dans une région du plan,
limitée par plusieurs contours, a I'intérieur de laquelle la fonction
f(3) est bien délerminée et continue, ne change pas de valeur
quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours
limites.

6. Reprenons les équations du systéme (S)

Ju o0 Ju dv

or oy’ dy oz’
el supposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonc-
tions « et ¢ aient des dérivées du second ordre elles-mémes conti-

pues (!). On tire des deux équations précédentes

Jstu _ d%v u 9%¢
. ort  dyoxr’ dyr ~  droy
et, par suite,
2y Ju
oz -+ a;’- =0,

et la fonction ¢ satisfait a la méme équation.
Réciproquement, soit une fonction w« (., ) ) satisfaisant a I'équa-
tion
(2) Nu —+ Pu =o0.
dx? ay?
On pourra déterminer une fonctionglelle que u-+ iv soit une
fonction analytique de z + £y. La fonction ¢ est donnée par

I'intégrale curviligne

(') Nous ¢tablirons plus tard que l'existence des dérivées partielles de tout
ordre pour les fonctions w et ¢ est une conséquence dc Vexistence des dérivées
du premier ordre.
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[

intégrale ou la condition d'intégrabilité est satisfaite, puisqu
I'équation (2) est supposée vérifiée. La fonction ¢ est déterminée
a une constante prés, puisque la limite inférieure (zo, yo) est
arbitraire. .

Le résultat précédent est extrémement important. Il montre
que l'étude des fonctions d’'une variable complexe se-raméne a
I'étude de 'équation

’ otu  Ju
T =
c’est-a-dire a I’équation de Laplace pour le cas de deux variables.
Suivant une désignation introduite par les géométres anglais,
nous appellerons fonction harmonique toute fonction satisfaisant
a I’équation précédente.

Dans les écrits de Cauchy et de la plupart de ses disciples,
I'équation précédente intervient peu, et 'on raisonne sur la fonc-
tion complexe elle-méme f(z) de la variable z. La simplicité et
I'uniformité des raisonnements font de cette Lthéorie une des plus
attrayantes et des plus parfaites de I’Analyse mathématique ().
A la suite d’'un Mémoire fondamental de Riemann (2) I'étude des
fonctions d’une variable complexe a été ramenée de nouveau a sa
vérilable origine, & savoir ’étude de I'équation de Laplace ou du
systéme (S). Ce point de vue est assurément plus philosophique;
il a le grand avantage de laisser de coté tout symbole, et la théorie
des fonctions d’une variable complexe est, en définitive, I'étude
de deux fonctions associées u et v de deux variables réelles z et y
salisfaisant aux deux équalions

Ju dv du. do

%) = o= &

Il ne faudrait cependant pas étre exclusif. Le symbolisme a,
dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extréme-
ment simples deviendraient d’un énoncé compliqué si I'on voulait

" (') Le Traité classique de Briot et Bouquet sur les fonctions elliptiques, dont
la premiére moitié est un exposé de la théorie générale des fonctions, est fait
systématiquement & ce point de vue.

(?) Grundlagen fur eine allgemeine Theorie der Functionen einer veran-
derlichen complexen Grosse (QEuvres complétes).
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ne jamais introduire de quantités complexes. Aprés avoir donc
fait I'étade de I'équation de Laplace, que noas allons tout d'abord
entreprendre, nous reviendrons ensuite a2 la fonction complexe

/(z)-

7. 1l ne sera pas sans intérét d’indiquer, dés a présent, une
premiére généralisation du systéme (S), qui est de M. Bel-
trami (*). Considérons une surface = pour laquelle le carré de

I'élément d’arc ds est exprimé, a I'aide des variables p et g, par
la formaule
dst = Edp*~+ 2F dpdq + G dqg?,

E, F, G étant des fonctions de p et ¢ (1. 1, p. 443). Solent u et v
deux fonctions de p et g telles que

dut+ dvt= )(Edp*+ aF dpdq — G dgq?),
J. ne dépendant pas des différentielles.
Eon changeant, s’il est nécessaire, v en — ¢ et remarquant que

Edpt— 2F dpdg + G dq?
F+¢H F—:¢H
=|yEdp+ 1224 Edp + dg |,
[fp VE q]['/_p VB qJ

ou

H=y/EG — 3,

on aura

du-o-idv:p.[/ﬁdp—':— F:;Eiﬂdq].

et, par suite,

Ju . dv =
&_—t—"}; =}1/E,
ou_ o0 _ F—iH
d9 ~ "og VE

d’oii 'on conclut, en éliminant y,

[ou  .op . du  .dv

(') E. BeLTrAM1, Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque
(Annali di Mathematica, 2* série, t. 1).
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ce qut revient i
du Ju oo
ag="opMop
oy oy ou

relations que nous mettrons sous la forme

du du
(s P~ JEG—F1
Gd_u_F.dL‘.
d _ dp daq
99 JEG — F3 ‘

Tel est le systéme (S') qu’on peut regarder comme une généra-
lisation du systé¢me (S). La combinaison « + iv peut étre appelée
une fonction complexe du point (p,q) sur la surface X.

La fonction « satisfait évidemment a I’équation

Ju Ju du du

F— —G— F— —E—
g( 9 ), o\_2__9)_
op \ YEG —F1 g\ VEG—F1 /="

Cette équation est sur la surface T ’analogue de l’équation
de Laplace sur le plan. On reconnait d’ailleurs immédiatement
que la fonction v satisfait 4 la méme équation.

Il existe une dépendance trés simple entre deux fonctions com-
plexes & - iy et u’'+ i¢' sur une surface I. Des relations

éu—f—ido:p. [;/Edp+ F—"/_Elﬂdq],

on conclut

du'+ idv' = %(du+idv),

c’est-a-dire que u' + v’ est une fonction analytique de u—+iv ().

(') On consultera avec grand intérét sur ce sujet le Volume de M. Klein inti-
tulé : Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer In-
tegrale; Leipzig, 1882.
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II. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont ana-
lytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par
leurs valeurs sur un contour fermé.

8. l.a formule de Green établie dans le cas de I'espace (t. I,
p- 134) a son analogue dans le plan. Soient U et V deux fonc-
tions continues de z et y ainsi que leurs dérivées du premier et
du second ordre & I'intérieur d’un contour C; formons l'intégrale
double, étendue a 'aire que limite cette courbe,

oU oV dU oV
= & &% &)=
En se servant de I'identité

U oV _ o oV v
dr or  ox T

on a de suite

U OV, v
f = [U—d) [fU ~ dr dy.

et pareillement

f U IV 1p -—fU dr - ffu  dz dy.
J o d)")}'

et, par conséquent,

4
1—[0["" _"ldr] [fUAVda-a(r
dv
l——-./;Ud—nds»-f'[UAded}.

la dérivée ‘Zii% étant prise dans le sens de la normale intérieure a

la courbe.

Cette formule nous sera trés ulile. La formule de Green s’ob-
tiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne
change pas le premier. On en conclut

dv , _
f(Udn—V—) +ff<un —VAU)dzrdy —o.

ou
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En particulier, si 'on fait U=1, on aura

(3 dvd -+ AVdx dy =
) . CE s -+ 'y = o.

.. . . . ., dv
Une remarque cst ici nécessaire, relativement a la dérivée Jn

prise dans le sens de la normale intérieure. Et, d’abord, comment
définir d’une maniére générale la normale intérieure? Nous avons
défini (t. I, p. go) le sens positif sur un contour C, en nous ser-
vant d’une petite circonférence (y) décrite dans le sens de Oz
vers Oy par rapport & son centre P. Celle circonférence (Y),
transportée dans le voisinage et a I'intérieur du contour C, de
maniére a é&tre tangentc en un point A du contour, fixe sur
celui-ci la direction de la normale intérieure, qui est celle qui
va du point A au point P.

Cette direction fail un angle —+- 1—; avec la direction positive de

la tangente, mais elle est absolument détermiuée, quelle que soit la
disposition des axes Oz, Oy. ll en est de méme des cosinus des
angles que la normale intérieure fait avec les axes de coordonnées,
de telle sorte que la dérivée

dV oV SN oV N

In = Ecos(z‘.u)ﬁ'— 5;005(‘)/.11),
prise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on
devail s’y attendre, une signification déterminée indépendante du
sens qui se Lrouvera étre le sens positif sur le contour.

. . . . ayv
Ceci posé, revenons aux intégrales de la former i @s. Dans
c

une pareille intégrale, on considére s comme un élément essen-
tiellement positif; elle est complétement déterminée par ce fail

dVv . o N
que _— est prisc dans le sens de la normale intérieure, et, dés

lors, il n’y a pas lieu de, parler du sens dans lequel on effectue
I'intégration sur le contour.

9. Indiquons, comme applications de la relation (3), quelques

problémes de Physique mathématique ou intervient I'équation
AV=o.
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Un de ces problémes est relatif a la distribution de la tempé-
rature dans une plaque isotrope en équilibre calorifique. Nous
n’avons pas a rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie ma-
thématique de la chaleur, a été conduit 3 montrer que la quantité
de chaleur qui, dans le temps d¢, passe a travers un arc ds du plan
est représentée par

av

KTdsdt

‘%‘{ désignant la dérivée de la température V dans le sens de la

normale a 'arc ds et K un coefficient constant. L’équilibre calo-
rifique étant supposé établi, la température V ne dépendra que
de z et y. Considérons une courbe fermée C; la quantité de
chaleur passant, dans P'unité de temps, a travers cette courbe C,
sera représentée par l'intégrale

Kf———ds

Or, cette quantité de chaleur devra éire nulle; dans le cas con-
traire, en effet, la chaleur s’accumulerait & I'intérieur de Cet la
température varierait avec le temps. On doit donc avoir, pour
toute courbe fermée,

%ds = o,

ce qui entraine, d’aprés la formule (3),

ffAVd.tdy: o,

pour une aire quelconque. On doit donc avoir identiquement
AV =o.

En transportant, comme I'a fait Ohm, de la chaleur a I’électri-
cité les principes de Fourier, on aura la méme équation pour le
potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par
des courants permanents.

Un troisiime exemple nous sera fourni par le mouvement per-
manent sur un plan d’un fluide incompressible et homogéne.
Soient u(z, y) et v(z, y) les projections sur Oz et Oy de la
vitesse de la molécule fluide coincidant, & un certain moment,
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avec le point (z, y). Considérons un élément, que nous pouvons
supposer rectiligne ds, et qui passe par (z, ¥); nous allons éva-
luer la masse du fluide passant pendant le temps dt par cet élé-
ment. Cette masse sera sensiblement celle d'un parallélogramme
de base ds, et dont I'autre c6té a pour projections sur les axes
udtetvdt Sicosa et cosP désignent les cosinus directeurs de
la normale & ds, 1a masse sera alors

p(ucosa + v cosB)deds

p désignant la densité superficielle du fluide.

Or, la masse contenue & l'intérieur d’une courbe fermée C ne
peut changer pendant la durée du mouvement, puisque le fluide
est incompressible et homogéne; on aura donc

[(u cosz-i-vcosB)ds = o.
Je

Or, supposons que u et v soient les dérivées partielles d’une
fonction ¢(z, y), ce qui correspond au cas ou il n’y a pas de
tourbillons dans le fluide. On aura alors

f(aicosa-i- %gcosp) ds=o
c \ 0z ly

ou bien .
do
v/cvd—n dS '»: 0.

On en conclut que la fonction o, appelée potentiel des vi-
tesses ('), satisfait a I’équation

Ag = o.

Les considérations précédentes, relatives au mouvement d’un
fluide sur un plan, peuvent étre étendues au mouvement permanent
d’un fluide sur une surface; c’est ce qu’a fait M. Klein dans ’Ou-
vrage que nous avons déja cité, et auquel nous renverrons (p. g).
On retombe ainsi sur les équations de M. Beltrami indiquées dans
la Section précédente.

(') Pour tout ce qui concerne les applications de la théorie de I'équation de
Laplace a4 la Mécanique des fluides, on étudicra surtout 'admirable Traité de
Kirchhoff : Vorlesungen iiber mathematische Physik.
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10. Nous allons maintenant, relativement a I'équation a deux

termes
AV=o,

développer une théorie toute semblable i celle que nous avons
étudiée (t. I, p. 156) pour I'équation i trois termes. La seule
différence va consister en c¢ que nous nous sommes scrvi précé-

. . . 1 . .
demment de la solution particuliére U= 5 tandis que, main-

tenant, c’est la fonction de 7, représentée par logr, qui sera prise
comme solution particuliére [ désignant toujours la distance
d’un point variable (z, y) 4 un point (a. d)].

Si U et V sont deux fonctions harmoniques continues ainsi
que lcurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un
contour C, on a, d’aprés la formule de Green,

.dV dU \
./;(U dn —V[—iﬁ)ds:—o.

Nous supposons la dérivée prise dans le sens de la normale inté-
rieure a l'aire.

Une remarque est indispensable. Pour pouvoir appliquer en
toute sécurilé cetle formule, on devra le plus souvent supposer
que, non seulement les fonctions U et V sont continues dans aire
limitée par C et sur C lui-méme, ais qu'il en est de méme
des dérivées partielles du premier ordre de U et de V; dans ces

.. , d .
conditions, on est assuré que au et av ont un sens bien déler-
dn dn

miné, et 'application de la formule ne préte a aucune difficulté.
Ceci posé, V étant une fonction jouissant des propriétés indi-

quées, prenons
U=logr,
ou
r=(zr—a)+~(y—b).

En supposant le point A(a, b) a I'intérieur de I'aire, décrivons,
de A comme centre, avec un rayon p, un cercleT, el appliquons la
formule de Green aux deux fonctions V et logr pour l'aire limitée
par les courbes C et I'. Il vient ainsi
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I'intégrale élant prise le long du contour total. Les dérivées sui-
~vant les normales, qui figurent dans celle intégrale, sont prises
suivant la normale intérieure i I'aire. Si donc on veut considérer,
pour la courbe I' comme pour la courbe C, les normales inté-
rieures i la courbe géométrique elle-méme, on devra écrire

dv dlogr _ dv dlogr
I/‘:(Iog,l an -V an )ds_./;‘(logr%—v an )a’s.

Celte derniére intégrale est facile a calculer. La premiére partie

av ayv
) [‘logl n ds = Iogp‘/l:a; ds

est nulle d’apres la relation (3). D’autre part

dlogr 1 dr

=— Lecos(r n)
dn ~— rdn” r oo

en employant les mémes notations qu’au Tome I, p. 155 : or, sur

la circonférence,
cos(r,n)=r;

donc l'intégrale du second membre se réduit a

1fvz1s.
eJr

Elle doit étre indépendante du rayon o du cercle I' : or, pour p
trés petit, elle différe trés peu de

2nV(a,b),

V(a, b) désignant la valeur de V en A; elle est donc rigoureuse-
ment égale a cette quantité, et ’on a la formule fondamentale

1 dv dlogr
V(a,b)_ﬁl(logra; -V an )ds.

11. Dans le cas ou le countour C se réduit 3 un cercle, on peut
transformer I'intégrale donnant V(a, b) en une autre, qui ne con-
tienne plus que V. C’est la méme transformation que nous avons
faite (t. I, p. 161). Employant les mémes notations, nous aurons
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les deux relations

V(a,b)= L (Iogr av —le(fr)ds,

dn d
1 av dlogr,
o= ;;‘/C‘(logri Tn —V————-dn )ds.

1l suffira de retrancher ces deux formules pour avoir

\
ot dlogry dlogr
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